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Shrnuti

Cerné diry jsou objekty, v jejichz predpovédi se obecna teorie relativity
nejvic odchyluje od newtonovské fyziky. Procesy odehravajici se v jgich
blizkosti €i nitru tradi¢né douzi jako provérky nadeho porozumeéni Einstei-
nove teorii a nékteré z nich i jako vyzva ke hledani jgi kvantové verze.
Procesy zahrnujici Cerné diry se v&ak zaroven zdaji byt ngjpfirozengsim
vysvétlenim vlastnosti pozorovanych u nékterych astrofyzikanich zdroja,
predevSim aktivnich galaktickych jader arentgenovych dvojhvézd, ale také
u jader vétSiny “norméanich” galaxii veetné té nasi.

O izolovanych stacionarnich €ernych dirach je “témér vse znamo”,
alejinak je tomu u dér, které interaguji s dalSi hmotou a/nebo kolem sebe
nemaji asymptoticky plochy prostorocas. Prave to jsou viak aspekty reél-
ného astrofyzikaniho prostfedi. V poslednim desetileti rozvijeny “témér
lokani” pojem izolovanych a dynamickych horizontll dibuje, Ze poméry
na hranici ¢erné diry bude mozné i v téchto obecnéjSich situacich popsat
docela presné. Vné a uvnitf horizontu je vsak presné feSeni Einsteinovych
rovnic myslitelné jen ve velmi symetrickych pripadech. Z hlediska astrofy-
zika@nich aplikaci je jednim z prijatelnych priblizeni stacionarita a axiani
symetrie prostoroCasu, presngji silngjsi pozadavek jeho tzv. cirkularity.

V této praci shrnuji poznatky o polich ¢ernych dér v cirkularnich
prostoroCasech, které jsem ziskal s nékolika svymi kolegy a studenty. Roz-
déluji je do tfi kapitol. Kapitola 5 obsahuje vysledky tykajici se statickych
superpozic Cerné diry s axiané symetrickymi tenkymi disky Ci toroidy, v
kapitole 6 je zminén pokus o stacionarni superpozici a v kap. 7 nékolik
Zjisténi o pohybu kolem izolovanych dér, specidné o urCité (“extremané
urychlen€’) tfidé stacionarnich kruhovych pohybli, ktera byla rozpoznana
az v 90. letech. Ngjdfive vSak fadim kapitoly 2—4, v nichz jsou — po histo-
rickém a astrofyzikalnim Uvodu 1 — probrany zakladni rysy cirkularnich
prostorocastl a éernych dér atenkych diski jako jejich moznych zdroja.



Summary

Generd theory of relativity deviatesthe most from Newtonian physicswhen
predicting black holes. Processes occurring inthevicinity or interior of these
objects traditionally serve as tests of our understanding of the Einstein’s
theory, and some of them also as a challenge to search for its quantum
version. At the same time, processes involving black holes appear to be
the most natural explanation of properties observed at certain astrophysical
sources, first of al at active galactic nuclei and some X-ray binaries, but
aso at the nuclel of most “normal” galaxies inclucing the our one.

“Almost everything” is known about isolated stationary black holes,
but it is different with those which interact with other matter and/or do
not live in asymptotically flat spacetime. However, these are exactly the
aspects of the actual astrophysical environment. The “amost local” notion
of isolated and dynamical horizons, developed in the last decade, promises
that even in these more general situations it will be possible to describe the
circumstances on the black-hole boundary quite accurately. But outside and
inside horizon, exact solution of Einstein’s equations is only conceivable
in highly symmetric cases. One of “still acceptable’ approximations is to
assume stationarity and axial symmetry of spacetime (more precisely, its so
called circularity).

This thesis summarizes what we have observed, with several my
colleagues and students, in the fields of black holes in circular spacetimes.
The results are divided into three sections. Section 5 concerns static su-
perpositions of a black hole with axially symmetric thin discs or toroids,
in section 6 our attempt at stationary superposition is mentioned and in
section 7 some findings are added about the motion around isolated holes,
in particular about the “extremally accelerated” class of stationary circular
motions which was only recognized in the 90-ies. However, | begin with
a historic and astrophysical Introduction 1 and with sections 2—4 touching
basic features of circular spacetimes and of black holes and thin discs as
their possible sources.
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1 Uvod

Teorie relativity prinesa pronikavou zménu pohledu na kauzalni strukturu
svéta. M&li ve v&ech inercidnich systémech pficina predchazet nasledku,
nesmi se podle speciani relativity zadny signé Sifit rychleji nez svétlo. Pak
spolu ale nékteré udaosti nemohou ani v zasadé kauzalné souviset. Podle
obecné relativity navic hmota ovliviuje (lokalni) inercialni systémy tak, ze
pohybovat se vlci nim rychlosti svétla miize znamenat “ stat” nasféfe, jgjiz
vlastni plocha se neméni, popf. dokonce se vyviji opatnym smérem, nez
by zminény pohyb napovidal. V prostoroCasu tak mohou existovat oblasti,
které nemUize opustit zadny signa — Cerné diry.

Historie Cernych dér zaCina 22. prosince 1915, kdy Karl Schwarz-
schild piSe Albertu Einsteinovi z ruské fronty, Zze naddl sféricky symetrické
feSeni jeho mésic starych polnich rovnic. Popisuje pole bodového zdroje a
Einstein je jim “machovsky” udiven. 6. Gnora 1916 odesila Schwarzschild
do Berlina druhy dopis, s vnitfnim feSenim pro sférickou “hvézdu” z ne-
koherentniho prachu s konstantni hustotou. ReSeni ma zvla&ni rys: hvézda
(hmotnosti M) nemtize byt v Zadném pripadé v rovnovaze, je-li jgji po-
lomé& mendi nez r = 2G'M/c?; cokoliv, co se pod timto “gravitatnim”
polomérem vyskytne, vCetné svétla, je vtazeno do bodu r = 0. V r. 1930
naznaCi S. Chandrasekhar, Ze to mozna neni jen akademicka eventuaita:
Zjisti, ze“chladnou hvézdu” o hmotnosti M = 1.5M ., nemiize zadny priibéh
tlaku udrZet proti jgji vlastni gravitaci. Po vyCerpani jaderné energie by tedy
centra velmi hmotnych hvézd méla podiéhat skutetné extrémni kontrakci.
VétsSina fyzikll povazuje takovy zavér za absurdni airelevantni, ato i poté,
co J. Oppenheimer a H. Snyder v r. 1939 spocitaji pribéh Uplného gravi-
tatniho zhrouceni sférické hvézdy z nekoherentniho prachu pod gravitagni
polomér. J. Wheeler jeSté v r. 1958 radgi spekuluje o tom, ze se nukleony v
kolabujicim jadre hvézdy n&jak pfemeéni nazafeni ato odnese koncentrujici
seenergii pry€. O devét let pozdgji uz zatne uZivat terminu “Cerna dira’. . .

Moderni historie Cernych dér zaCalav roce 1963, dvéma nezavislymi
objevy. 5. Unora astronoma M. Schmidta napadlo, Ze podivné spektralni
¢ary, pozorované u nového typu zdrojli nazvanych “kvasary”, jsou Garami
bé&zné znamymi, ae posunutymi neobyCgné daleko k Cervenému konci
spektra. Zdroje tim padem musi byt nesmirné vzdaleng, a tedy extrémné



svitive. O par mésicli pozd§ji nadel matematik R. Kerr feSeni Einsteino-
vych rovnic, o kterém se ukéze, ze popisuje rotujici ¢ernou diru. Béhem r.
1964 navrhnou nezévide E. Salpeter a Ja. Zeldovic, Ze ohromnou svitivost
by mohla produkovat akrece latky navelmi kompaktni objekt. Na podzim
pak matematik R. Penrose upfesni pomoci pojmu zachycenych ploch z&
kladni vlastnost oblasti velmi silného gravitatniho pole a nasledné zjiti,
Ze uvnitf takovych oblasti nemlize byt prostorotas viude regularni. “Zlaty
vek” Cernych dér arelativistické astrofyziky zafina.

Prace zpochybnujici “realitu Cernych dér” (moznost regularnich ho-
rizontdl) se objevuji i dnes, ale hlavni proud vyzkumu se kloni k tomu, Ze
Cerné diry negjenZze mohou existovat, ae Ze jeich interakce s latkou a EM
polem dokonce hraje Ustfedni roli v téch nejzgjimavéSich astrofyzikalnich
procesech — v aktivnich galaktickych jadrech, rentgenovych dvojhvézdach
a zablescich gamma. Gravitace a rotace (a EM pole) vlastné urcuji vyvo
viech astrofyzikanich systémil. Pro jednotlivé téleso je typickym vysled-
kem jgjich souhry osové symetricky tvar, zploStély podd rotacni osy. Pokud
jetlak v tomto “vertikalnim” sméru maly, zplo&ti setéleso az natenky disk.
Tato pfedstava je spojena sevznikem hvézd (viz slunecni soustavu) i galaxii.

Diskovity tvar vytvori také latka, ktera (s nenulovym orbita nim mo-
mentem) pritéka do blizkosti ngjakého télesa. Je-li téleso velmi kompaktni,
jev jeho blizkosti velmi nehomogenni gravitacni pole, takze Uhlovarychlost
obihgjici 1atky musi smérem “dol{” rychle rlist avizkozitni treni sousednich
orbit mlize disk silné ohfivat. Nejnehomogenngsi je pole kolem Cernych
dér, hlavné téch méné hmotnych: Kretschmanntlv skalar, dany kvadratem
Riemannova tenzoru a reprezentujici tedy kvadrét gravitatnich slapovych
sil, vychazi na Schwarzschildové horizontu ﬁ . Vnitfni ¢ast disku kolem
erné diry hvézdné hmotnosti (M ~ 10M,) se miize zahfivat az na 107K
a z&fit tedy v rentgenové oblasti. Z obrovské potencialni energie, se kterou
latka priteka do blizkosti ¢erné diry, tak miize byt pred jejim padem pod
horizont podstatna ¢ast pfeménéna na tvrdée zarfeni.

V energetice akrecnich diskll viak zigime hraji podstatnou roli také
elektromagnetické procesy, ponévadz pobliz centraje plyn ionizovany. Je-
jich prostfednictvim by mohla byt uvolhovana nejen energie disku, ale
dokonce i rotatni energie samotné diry. O téchto mechanismech se uvazuje
zejména jako o “pohonech” smérovych vytryskil, kterymi miize byt latka
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vyvrhovana z blizkosti centra— Casto velmi vysokymi rychlostmi — podél
rotatni osy disku. Kolimované “jety” se ukazuji byt typickym projevem
akretni (magneto)hydrodynamiky; byly pozorovany u fady aktivnich gala
Xii a supernov, ale také u protohvézd, pulsarli a rentgenovych dvojhvézd.

1.1 Interagujici ¢erné diry

Pfi modelovani akrece je akreujici latka nahliZzena jako testovaci (pfedpo-
klada se, Ze ma vl centru zanedbatelnou hmotnost). Akretni tok se bere
Spojity, kvazi-stacionarni a osové symetricky a samozfgimeé se zanedbéava
vyzafovani gravitatnich (a vétSinou i elektromagnetickych) vin. Centralni
Cerna dira se popisuje feSenim Schwarzschilda nebo Kerra— povazuje se
zaizolovanou a stacionarni aprostorocas kolem ni zaasymptoticky plochy.
Cerné diry v kosmickych systémech vak nemaji ani jednu z téchto vlast-
nosti. Naopak, aby se dira dala odhalit a studovat, musi byt v interakci se
svym okolim. Nékteré teoretické vysedky tykajici se Cernych dér také zad-
nou z uvedenych vlastnosti nepfedpokladaji a mély by tak byt platné i pro
astrofyzikalni situace. Napriklad tzv. zakony (termo)dynamiky ¢ernych dér
omezuji vyvoj horizontll pfi jakychkoliv d&ich, pficemz predpokladaji jen
to, Ze neexistuji nahé singularity aze veskera hmota spliuje nékterou z tzv.
energetickych podminek (zhruba feCeno Ze je pritazliva). Na druhé strané
platnost jinych zaveérl zlistava v obecném pripadé oteviena; neni napriklad
zcelavyjasnéno, zda kromeé sférické topol ogie nemlize mit horizont také to-
pologii toroidalni. Podobné nebylo obecné prokazano, zda mohou byt v rov-
novaze dvé Cerné diry, z nichz aspon jedna neni extrémné nabita— otazkou
specialné je, zda by pritazlivost hmotnosti dér nemohl zcela kompenzovat
odpudivy Gginek jejich (souhlasnych) rotatnich momentt hybnosti.

Cerné diry — obzvla&té ty velmi hmotné— jsou sice v naprostée vét-
§iné situaci gravitatné natolik dominantni vici svému okoli, Ze je v méfit-
cich galaktickych jader, resp. dvojhvézd | ze nahliZet jako skoro stacionarni a
skoroizolovanéaprostorocasv jeich urcitém okoli skoro jako asymptoticky
plochy (kosmologicky ¢len nehraje v lokalnim méfitku temér zadny vliv). Je
v5ak tézké vydovit podminky vét jen skoro azjistovat, jak sejejich vyroky
“uvalni”, kdyz se— byt jentakto“ nepatrné” — uvolni jgjich pfedpoklady. V
pripadé vyrokl zal ozenych navlastnostech stacionarity aizolovanosti seda



zkoumat stabilita viici malym perturbacim, coz vSak vede na obtizné Glohy,
zatim FeSené jen pro velmi malo situaci. Podobné je zadouci zkoumat ¢erné
diry v asymptoticky ne-plochych, “kosmologickych” prostoroCasech, po-
psanych napf. Friedmannovou-L emaitreovou-Robertsonovou-Walkerovou
metrikou (a pfipadné studovat perturbace takovych Feeni).

V poslednim desetileti byla ovsem zpochybnéna astrofyzikalni re-
levance i u nékterych “obecnych” teorémtll. Pozorovani totiz ukazala, ze
vesmirna expanze se zrychluje, a ne zpomaluje, jak by se dalo Cekat z pri-
taZlivosti gravitace. To patrné odpovida kladnosti kosmologického ¢lenu v
Einsteinovych rovnicich. M&li tento €len charakter zdrojového ¢lenu, popi-
suje kosmol ogickéa konstanta (délena 87r) hustotu energie zatim neznamého
zdroje, ktery tvori 3/4 celkové hustoty energie ve vesmiru. Zdroj odpovida
jici kosmologickému €lenu vak nespliuje silnou energetickou podminku,
které vyuzivaji napf. teorémy o singularitach.

V predlozené disertaci jsme se k takto obtiznym partiim ani nepfibli-
Zili. Pokusili jsme se v nékolika jednoduchych situacich ukazat, jaky vliv
by na vlastnosti prostoro€asu s ¢ernou dirou mohla mit hmota nachazegjici
se vné horizontu. Vlastni gravitace latky akreujici na éernou diru mtize byt
podstatna hlavné pro stabilitu akretniho toku (atim ovéem viibec pro jeho
zakladni parametry). Tento odhad se vztahuje hlavné k (aktivnim) galaktic-
kym jadrlim, alei v systémech stelarni velikosti se mohou prechodné objevit
“t&zké&" akretni struktury — dokonce o hmotnosti srovnatelné s hmotnosti
kompaktniho centra. Jedna se o disky tvorici se v poslednich fazich vyvoje
velmi hmotné hvézdy kolem jgjiho kolabujiciho jadra, a extrémné husté
(neutronové) disky, vznikajici pfi zavéretnem splynuti tésného binarniho
systému Cerné diry aneutronové hvézdy nebo dvou neutronovych hvézd. Na
tyto velmi dynamickeé peripetie je soustfedéna pozornost pfi snaze o pfimou
detekci gravitatnich vin, novéi pak i pri objasfiovani zableskll gama.

Teoreticky |ze gravitatni UCinek hmoty vné Cerné diry zapoCitat v
ramci numerického, perturbatniho nebo presného fedeni Einsteinovych rov-
nic. My budeme sledovat podedni moznost, ovsem za vysokych symetrii:
budeme pfedpokladat, Ze systém cerné diry a okolni hmoty je stacionarni
a axialné symetricky (pfesngji cirkularni) a Ze respektuje reflexni symet-
rii v@ici ekvatoriani rovingé. Kosmologickou konstantu klademe rovnu nule
a predpokladame asymptoticky plochy a mimo latku v okoli diry vaku-
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ovy prostoroCas (speciané nebereme v (vahu elektromagnetické pole —
Cernou diru i okolni |atku pokladame za nenabitou). Matematicky zapis pro-
vadime v geometrizovanych jednotkéach, v nichz rychlost svétlaagravitatni
konstanta jsou rovny jedné, a dodrzujeme konvence ucebnice Gravitation
(Misner, Thorne, Wheeler). Narozdil od samotné disertace nebudeme zde
v tezich uvadét odkazy na literaturu, s vyjimkou naSich vlastnich praci.
V zavéru pripojeny seznam je ovsem “kompletni”, stejny jako v disertaci.
Totozné je také rozdéeni textu na hlavni kapitaly.

2 Cirkularni prostorocasy

V této kapitole prace upfesiujeme pojmy stacionarity (pfipadné dokonce
staticnosti), axiani symetrie acirkularity (ortogonalni tranzitivity). Zhruba
feCeno, stacionarita a axialni symetrie znamengji existenci Killingovych
vektorovych poli n* a&*, z nichz prvni je (alespon v urcité oblasti) ¢asupo-
dobné (ve statickém pripadé navic ortogonalni k nadplocham) a druhé pro-
storupodobné s uzavienymi orbitami; cirkularita znamena integrabilitu ro-
vin kolmych k rovinam definovanym Killingovymi vektory. Metrika téchto
vlastnosti nabyva nejkratSiho tvaru v soufadnicich Weylova (cylindrického)
typu, kteréjsou tvoreny parametry obou symetrii ¢ a ¢, definovanymi vztahy

oo O o
ot '’ 0p '
adae p a z, které pokryvaji izotropnim zplisobem meridionalni roviny:
ds? = —e2dt? + x2e 2 (d¢ — wdt)? + 22 (dp? + d2?), (1)
kde funkce v, x, w, A zavisgi jen nap, z. Diky povaze soufadnic ¢ a ¢ maji
metrické SloZKy gs1, gis» 9og INVariantni vyznam — jsou totiz dany
g1t = gw'n”, g6 = g€, Gpe = g€

Totéz pak plati i 0 “draggingové’ funkci w=— gﬁ , ktera popisuje thlovou
rychlost (vii¢i nekonetnu), s jakou “inercidni prostor” v daném misté ko-
rotuje se zdrojem (ve statickém pfipadé jew =0), arovnéz o “lapse-funkci”

' = =gt = Gipw = =01t — 29160 — 9w’ = — Gy (11" + wEH) (" + wE”).



Zakladnim rysem prostorotastl, kterymi jsme se zabyvali, je centralni
gerna dira Cerna dira je oblasti prostorotasu, ktera nepatii do kauzalni
minulosti budouciho svételného nekonetna, tedy je ohraniCena (budoucim)
horizontem udalosti. V obecné relativité jsou znamy i jiné “Cernodérove”
horizonty — zdanlivy horizont jako nadplocha, naniz majednaz kolmych
svételnych kongruenci zapornou a druha nulovou expanzi, a podobné za-
vedeny novg3si pojem horizontu izolovaného. V asymptoticky plochém
cirkularnim prostoroCase vsak tyto definice splyvaji a horizont ma nékolik
jednoduchych vlastnosti: predevdim je uréen (invariantng) vztahem e?” =0,
atudiz vymizi naném i subdeterminant (¢, ¢)-Casti metriky

Git9s0 — (9t6)° = — oo (— Gt — Grow) = —gppe”

(kromé horizontu je subdeterminant nulovy také na ose symetrie). Pozoru-
hodnéje, Zew je nahorizontu vude stejna (= wy), t.j. “horizont rotuje vici
nekonetnu jako tuhétéleso”. V diisledku toho je horizontem Killingovym,
protoze pole n* +wy&H jeKillingovym polem a pravé nahorizontu se stava
svételnym. Z tohoto “generéatoru” se da vytvorit jesté jeden skalar, ktery je
na horizontu vsude stejny — tzv. povrchova gravitace xy. Je dana

()= i [ 2 1+ o) o+ wHe‘)W] = lim [9°7 (), a(€") 5]
amavyznam limitni hodnoty velikosti zrychleni rovnomérného kruhového
pohybu (p, z=konst), vztazené vici asymptotickému inercidlnimu asu.

Dalsim znakem “silného pole” je staticka mez. Tato plocha oddéuje
oblasti, v nichz je pole n* €asupodobné/ prostorupodobné, tedy je urcena
rovnosti g, n*n” = g =0, neboli e = yw (> 0). (“Vng3") staticka mez
jevzdy “nad” (vngSim) horizontem, jen naose symetrie se plochy dotykaji;
ve statickem pripadg, kdy g;; = —e?", horizont a staticka mez splyvaji.

Jak ukazali Penrose a Hawking, uvnitf horizontu nutné existuje ob-
last, kde je prostoroCas singularni. V prostoro€asech “nasich” symetrii je
singularita linearni a ma topologii kruznice; ve statickém pripadé je bo-
dova Singularity se viak mohou objevit i na horizontu nebo venku —
v takovych pfipadech znamengji uritou patologii prostorocasu. Snahy o
presna fegeni Einsteinovych rovnic se potykaji s vyskytem “podplirnych
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singularit”, jejichZ prostfednictvim teorie signalizuje, Ze uvaZzované uspo-
fadani zdroj&i nemlize samo o sobé zlistat takovym, jake je predpokladano
(napf. stacionarnim). Nejzavazngsimi jsou vsak singularity kfivosti, které
odpovidaji mistim s extrémné nehomogennim polem. Zakladni velitinou
je zde Kretschmannliv skalar RH,,,‘MR/“’”A fyzikalneé “kvadréat slapovych
sil”, pfipadné vnitfni souciny derivaci Riemannova tenzoru. Z Einsteino-
vych rovnic je zZFegjmé, Ze singularni budou typicky nekonetneé tenké zdroje
nebo jegich okraje; potize v&ak mohou nastat i mimo oblasti s nenulovym
tenzorem energie a hybnosti, napf. v mistech kolize gravitatnich vin.

2.1 Einsteinovy rovnice

Netrividlni a nezavidé Einsteinovy rovnice pro metriku (1) se nejcast§ji
uvadgji jako soustava pro funkce B (zavedené vztahem x = pB), w av:

V-(pVB) = 8mpB(T,,+1T..), @)
6 . (pQB3e—4V6w) — _167TB€2>\_2VT$5 , (3)

- - 1 -
V- (BVv)— -p°B*e¢ " (Vw)® = 4nBe® (T} — 20T} — T}),(4)

2
kde V je gradient a V- divergence v (umé&ém) plochém tfirozmérném
prostoru se soufadnicemi (p, z, ¢), v axisymetrickém pfipadé tedy VX =
(X ,,X.,00aV-X = p~(pX?) , + (pX*) .]. Pokud jsou znamy B, w
av, Ize \ spoCitat kfivkovou integraci z vyrazt danych jejich derivacemi.
Prvni rovnice pro B jelinearni, alei tak ji 1ze vyfeSit jen pro speciani
T,,,. Ngjsnadngji to jde v oblastech, kde je T, + 7>, = 0 (to plati napr.
pro nekoherentni prach) akde z rovnice zbyvajen B ,, + 237,,, +B,.=0.
Obvykle se v tom pfipadé voli feSeni B =1 (tedy x = p), pfi kterém v
metrice zUistanou jen 3 neznamé funkce a nezavislé rovnice pro né vypadaji

V- (pPe™Vw) = —167T€2)\72VT£, (5)
2
Viv = 264V(Vw) +Ame? (T — 20T — Tf),  (6)

plus vztahy pro gradient \. Rovnice bohuzel zlistavaji slozité provazany a
jejich pfimocaré feSeni neni obecné mozné.
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2.2 Ernstova rovnice

Usporny zapis Einsteinovych(-Maxwellovych) rovnic pro stacionarni me-
triku (a EM pole) navrhl koncem 60. let F. Ernst. Zapis nabyva zvlast
jednoduchého tvaru, pokud je prostorotas asymptoticky plochy, axiané sy-
metricky a cirkularni a pokud jeho zdroj navic spliuje T/ + 777 = 0 (jako
napr. tenky disk bez radialniho tlaku, viz pfisti kapitoly).

Ernstovaformulace je tésngji nez s* Carterovou-Bardeenovou” verzi
metriky (1) spojena s verzi Weylovou-Papapetrouovou,

ds? = — f(dt — Adg)* + [p2d¢2 +e¥(dp? + dzZ)} )

kterajizpoCitasT? +17 = 0 (nejCastdi sevoli vevakuovém pripade) av niz
misto v, w, A vystupuji jako neznamé funkce f = —gy; = e — p?e =2 w?,
2,—2v

A= —g’f—“’ = 2 €M = gy = fe**~2¥_ Einsteinovy rovnice
vedou opet na kvadraturu pro v apro A, f davai

IV (f2p VA = —167eDTY (8)
FVF = (V2 + o 2(VA? = Safe? (T +2AT) - T}).  (9)

Lze je shrnout do tzv. Ernstovy rovnice fV2€ = (VE)? pro komplexni
Ernstliv potencidl £ = f + 1P, jehoZ redlnou ¢ast tvori f aimaginarni je
danavztahy p¥ , = f2A ., p¥ ., = —f?A ,. Rovnice se asto prepisuje
také do podoby (£€ — 1)V2¢ = 26(VE€)?2, v niz ¢ souvisi s € jednoduchym
vztahem & = 4 (4:) = 1+£) a¢ znati komplexni sdruzeni ¢.

Ernstova rovnice je klicem k cirkularnim (elektro-)vakuovym pro-
storoCastim se dvéma komutujicimi symetriemi. Bylo ukazano, ze je Uplné
integrabilni a pomoci “generatnich technik” se také podafilo ngjit obecné
tfidy jejich FeSeni. Problémem zlistava feSeni “primocarym”, fyzikalné mo-
tivovanym postupem a s jasné interpretovanym vydedkem.

2.3 Regularita prostorocasu: Kretschmanniiv invariant

Kretschmannlv invariant R, R*** je ngvyznamngsi charakteristi-
kou kFivosti prostoroCasu. V obecném, stacionarnim pfipadé je dan velmi
dlouhym vyrazem, obzvlasté neni-li vyjadien ve vhodnych soufadnicich. |
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jeho hodnota ve specia nich mistech se ziskava obtizné — typicky sestavaz
mnoha &lend), jednotlivé i znaéné divergentnich, které se presto mohou (m.j.

diky Einsteinovym rovnicim) celkové “vyrusit” v regularni a strucny vy-

sledek. Nez pfimocary postup — byt podpofeny programy pro algebraické
vypotty — byvaproto viyhodnéjsi uvédomit si nejdfive souvislost invariantu
sjinymi veli¢inami, jgjichz chovani Ize mit 1&pe “pod kontrolou”.

V praci jsme skalar vyjadrili pomoci “3+1" rozkladu Riemannova
tenzoru. Gaussovy-Codazziho rovnice vedou pro cirkuléarni prostoroCas k

Ruy,{)\R‘uw{A = 8 (aiaj + a5 — QKZ'mKJm — QKZ‘j;,JLH) . (10)
: (akal + ;] — QKkaln — 2Kkl;)\n)‘) hikhﬂ +
+3(Ki K'7)? — 6K K] K[ KL — 8h™ RE" WP K jpt(Konsp — Eonpin)

kde h,,,, K, jsou metrika avngsi kfivost nadplochy ¢ = konst an, a#
Ctyf-rychlost a zrychleni ZAMO-kongruence (ktera je k nadploSe kolma@).

2.4 Staticky pripad
V metrice (1) je ve statickém pripadé w =0, takze
ds® = —e*dt? + x’e ?d¢? + ¥ (dp” + d2?); (12)

horizont splyva se statickou mezi asingularita je bodova (vnitfek Cerné diry
ovsem Weylovy soufadnice nepokryvaji). Z polnich rovnic (2)—(3) zbyva

V-(pVB) = 8mpB(T,,+T..), (12)
V- (BVv) = 4nBe? (T} — 2T} — T}). (13)

Pokud plati 7}, + 7. = 0 alze tedy volit B=1 (tj. x = p), zlstavaji v
metrice jen dvé neznamé funkce v, A arovnice pro né se zjednoduduji na

Vipp T V22t % = 47T€2)\72V(T$ —-T), (14

Ap — p(”,p)Z + p(V,z)2 = Anp(Tp, — Ts2) (15)
Az—2pv,v, = 8upl,,. (16)
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Mimo zdroje, kde 7}, = 0, se rovnice (14) stava Laplaceovou rovnici ve
véalcovych souradnicich (asaxialni symetrii) arovnice (15), (16) maji FeSeni

0,2

A= /p { [(V’p)Z - (V’Z)ﬂ dp + 21/7pl/7zd2} , (17)

osa

kde je tfeba integrovat po draze prochézejici vyhradné vakuovou oblasti.
Ve statickém pripadé se podstatné zjednoduduje i Kretschmanntiv
skalar. Vysledek (11) se napr. redukuje (diky tomu, ze K, = 0) na
8

Ryua R*™ = 8 (aia; + aij) (agar + agg) h*hI' = e OGO

2.5 Okrajové podminky

Regularita geometrie na ose, na horizontu a v radidnim nekonecnu klade
urcité poZzadavky nafeSeni uvedenych rovnic. Naregularni ose musi pre-
devSim platit, Ze obvod kruznic {t = konst, p = konst, z = konst}, t..
fOZ” V960 Ao = 21, /Gy = 2mxe”", je pro mala p linearni funkci jejich
“vlastniho poloméru” [¢/g,,dp = [§ e’ dp, coz vede k pozadavku
x — pe* (v pripadé y = p tedy A — 0). Vzhledem k axiélni symetrii musi
byt dale skalary git, gis @gpe SUdymi funkcemi p, konkrétné g,, = O(p?),
—gtp = geow = O(p?). Regularitug,, = g.. pak jiz zgjidtuji polni rovnice.

Na horizontu je, jak bylo jiz zmingno, e?” =0, w =konst = wy. Aby
azimutalni obvod horizontu 27 (xe™" )i nebyl nekonetny, musi naném byt
takéx =0 (v pfipadé x = p tedy p=0, stejnéjako naose). Podobnéregul arita
9pp=G.»=e** "2 vyZzaduje, aby nahorizontu byloi e** =0. (K detailngi
diskusi horizontu je ovSem vhodné prejit do soufadnic sferoidalniho typu.)

Podminky asymptotické plochosti v nekone€nu pro metriku (1) zngi
v -2 1002, x—>r+00 ), w— 3—;{ +O0(r ), A = O(r72),
kde r je jakakoli radialni souradnice, ktera jde asymptoticky k +/p2 + 22
(mé& asymptoticky vyznam vlastni radialni vzdalenosti), a M a J maji vy-
znam celkové hmotnosti a celkového momentu hybnosti.> Tyto integréalni

! Pfesny pojem asymptotické plochosti ovéem neni jednoduchy a pro diikladnou a sourad-
nicove nezéavislou diskusi je tfeba vyhledat specializovanou literaturu.
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parametry se zaroven dgji (ve stacionéarnich a axidné symetrickych pro-
storoCasech) vyjadrit “geometricky”, pomoci tzv. Komarovych integralll, v
podobé souttu prispévki od diry aod vngjs hmoty,

M = MH+/ —THy/—g &z, J= JH+/T¢\/_d3x (18)

YX>H Y>H

kde vngsi prispévky (potitané pfes néakou prostorupodobnou nadplochu
vné horizontu, “Y > H”) jsmejiz zapsali v “killingovskych” soufadnicich
(t,.,.,¢). Jevid&t, zevyraz (T — T}) — presngji e2*~2¥ (T} — T}) — hragje
stejnou roli jako hustota hmotnosti v Newtonove teorii.

3 Cerna dira jako centralni zdroj

V souradnicich Weylova typu je g,, = g.-, jsou v nich jednoduché polni
rovnice a v pfipadé zdroje s hranici podél z = konst se v nich také dobre
diskutuji okrajovée podminky najeho povrchu. Cylindrické soufadnice vsak
nejsou vhodné k popisu vnitfnich oblasti prostoro€asu, specialné k diskusi
podminek na sferoidalnim horizontu. Kapitola 3 proto zatina zavedenim
tFi soustav sferoidaniho typu — Boyerovych-Lindquistovych soufadnic,
bezrozmérnych sferoidalnich soufadnic aizotropickych soufadnic.
Prestoze na stacionarnim horizontu se nemiize nachazet zadna latka
(aEM pole neuvazujeme), tedy je tam jiste T),, + 1. = 0, pfi jeho studiu
Je vyhodné vychazet z obecné cirkularni metriky (1) (v niz pokladame
= pB) ajako feSeni rovnice (2) nevolit B = 1,nybrz B =1 — ﬁ ,
kde k je nezaporna konstanta. Pfechodem p = Rsinf, z = Rcos6 do
izotropickych souradnic (R,0) se pak metrika uvede do tvaru

ds? = —e?”dt? + (RBe " sin0)%(d¢ — wdt)? + 22 (dR? + R%d6?),

pficemz B = 1 — . Jak vime, horizont je dan ¢ = 0, takze m&li na
ném byt metrika regularnl amagji-li byt kladné akonecné jeho obvody v azi-

mutalnim i v latitudindlnim sméru, t.j. (2rnRBesinf) i (2R [ *7d6),
0
).

musi naném platit (0 < e} < 00) = (R>0) = (B=0) = (R=

N
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3.1 Podminky na (vakuovém) horizontu
Shrneme, jak jsme v disertaci uvaZzovali o podminkéach na horizontu:
o Predpokladame, zeplati (T¢ + 17 =) TH + T = 0 azvolime zminéné

FeSeni Einsteinovy rovnicepro B, tedy B =1 — 4R2 . ZapiSeme (stimto
B, m,j.tedy s B g = 0) zbylé polni rovnice v izotropickych soufadnicich.

e M&li byt horizont (dany e” = 0) regularni, musi naném byt B = 0 (t.).
R = k/2), Be™” konetnékladng, e* = 0, e}~ konetnékladné, w g = 0;
navic z jedné z Einsteinovych rovnic vyplyva, ze w r/B tam musi byt
konetné (tedy w p = 0). Prohlidkou €lend polnich rovnic se déle zjisti,
Ze do Fadu O(B) vcetné popisuje poméry na horizontu soustava

2
RwRR-l- (3 B)wR—élRwRVR = 0, (19)
RB? VRR + 2BV7R = 0; (20)
v (20) nechavame “navic” B, aby €leny byly na horizontu konecné.

e Redenim této soustavy jsou

::1|”

v(R,0) = N(H)—i—ln 2R ro(BY)] | (21)
1+3p
EW(0) | 2°k3R3

on(R,0) = wn(k/2) + = | oo = 1 [+oBY)],

kde wpi(k/2) je konetna konstantaa NV (#), T (#) jsou regulérni funkce,
specifické pro konkrétni prostoroas; z rozmérovych diivodll jsme za-
vedli dali konstantu M rozméru hmotnosti /délky. “Dodatky” [+O(B™)]
upresiuji, Ze vy je mozno zménit o Eleny Fadu O(B?) awy o Eleny Fadu
O(B*), aniz by se porudila platnost rovnic do uvazovaného fadu O(B).

e Dosazenim vy (21) a B do zbylych polnich rovnic? dostavame pro

4R? — 3k? dN
RBAp=-2—F—— Aog=2vpg=2—r. 22
R AR? + k2 ST (22)
2Do tadu O(B) nepromlouva do prilbéhu A na horizontu funkce w — podobng jako tam
nemavliv ani na chovani funkce v.




3. CERNA DIiRA JAKO CENTRALNI{ ZDROJ 15

Nejjednodus8im FeSenim vyhovujicim do fadu O(B) je
Au(R,0) = 2N(0) —2N(0) + n B [+0(B?)] . (23)
e Jako priklad v praci uréujemetvary funkci akonstant pro Kerrovo feseni.
e Metriku horizontu jakozto 2D-plochy {¢=konst, R=Fk/2} vyjadfime
dsip = (900 d6” + (999)yy d9* =
= (R2B2€72V)R:k/2 |:(€2)\372)R:k/2d02 + Sin2 9 d¢2:| =
— 422N [e4N<">—4N<°>d92 1 sin% dqﬂ . (24)

e Pomoci uvedenych priibéhl 1ze pro Gaussovu kfivost horizontu obdrZet

1+ Ngg— 2(N79)2 +3Ngcotd

Ku=K(R=£k/2) = 1122 N(0)—AN(0)

(25)

Jako priklad jsme opét vysledek vycidili pro Kerrovo fedeni.

e Konetné zjistovali jsme, jak se na regularnim horizontu chova Kret-
schmannllv invariant. Speciané ve statickém pripadé se redukuje na

(R R Mg = 12(Kn)?.

3.2 Parametry Cerné diry

Znalost priibéhu metriky na horizontu umoziiuje spotitat (“lokang’) dile-
Zité parametry cerné diry. Plocha horizontu ajeho povrchova gravitace,

A= jf\/m dode,  (km)’ = [9“5(6”)@(6”),4}[7
H

vychazeji po dosazeni vy a Ay

s

2
A = 2r / (R?Be* )y sinf dHZ%, (26)
(&
0
4N(0)
2 _ 4v—2) 2 -2 2 _c
() = {2 wr)? + B0’} = qem - @D
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Veli€iny jsou s tedy nepfimo Umérné,
7e2NO)  4rk
(kn)?  KE

Tento vztah plati pro vdechny stacionarni axialné symetrické horizonty.
Azimuténi alatitudinalni vlastni obvod horizontu vychazeji

[ Ank Ark .4k
off = <L sin 9) Sl ot — /eN(g)dH .
0=m/2

(28)

N (0) T oN@/2) = 22N (0)

Dosazenim vy, wy a Ay do Komarovych integralll, upravenych na

™

k4 3 _—4v -3
Jug = —?/<B e w,R)R:k/Qsm 0 de
0
K27
My = 3 (BV,R)R:k/ZSiHH df + 2wy Jy ,
0

jsme dostali pro hmotnost a moment hybnosti ¢erné diry
3k [ _AN(6) .. 3
Ju = —/W(G)e sin® 6 df , My =k + 2wy Jy -

(Podedni, univerzalni vztah byva citovan jako Smarrova formule.)

Nakonec jsme dosazenim patficnych N (6), W (6) zkontrolovali, ze
pro Kerrovo feSeni parametry vychazeji, jak maji.

Je Zfgmé, ze ne vdechny zminéné parametry jsou nezavidé. Ve sku-
teCnosti je jakakoliv Cerna dira v cirkularnim prostoroCasu popsana dvéma
nezévislymi parametry; podle okolnosti se za né obycejné voli (k,wn),
(k,km), nebo (A, Ju). Pokud je v prostoroCasu pfitomna dalsi hmota, je
samozigimeé tfeba dalSich veli€in k popisu jejiho usporadani a pohybu.

4 Tenké ekvatoridlni disky

Jsou-li vné Cerné diry dalsi zdroje, je tieba splnit také podminky najejich
povrchu. V pripadé rozlehlych zdrojli obnasi Uplnadiskuse i vnitini feSent,
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zatimco u nekonetné tenkych zdrojli Zadaji pol ni rovnice urcité vztahy mezi
normalovymi gradienty metriky a pfisdlusnym tenzorem energie a hybnosti.
My uvazujeme jako zdroj metriky (1) tenky disk leZici v ekvatori-
alni rovingé (z = 0). Tenzor energie a hybnosti je tedy vsude nulovy, jen v
urcitém rozsahu polomérli p je tmérny delta-funkci J(z). Metrické funkce
X, V, w, A jSou vaude spojité, maji v&ak podél disku skok v prvnich norméa
lovych derivecich x ., v, ,w_., A, (ten ddeindukuje Cleny tmérné §(z)
v Riemannove tenzoru, v souhlasu s tvarem 7),,). Pfedpokladame dale, ze
prostorotas je vUGi roviné disku zrcadlové symetricky, tedy Ze y, v, w,
A jsou sudymi funkcemi z. Pak z-derivace jsou naopak v z liché, zatimco
jejich sudé mocniny anasobky (napr. x ., .) sudeé (ty naz =0 skok nemaji).
Tenzor energie a hybnosti tenkého zdroje v roviné z = 0 zapiSeme

AT = 88(p) 8(2) (29)

a integraci polnich rovnic pres infinitesimalni interva [z =07,z = 0]
najdeme vztah mezi S a normaovym skokem gradientli metriky. K inte-
grallim prisp&i jen cleny Umérné §(z), tedy zdrojove pravée strany analevé
strané Eleny s 2. derivacemi X .., V22, W 2z, A 22 - V piipadé tenkych diskl
mizeme klast 77 = 0, T? = 0 a pro disky bez radidniho tlaku (Th =0)
navic valit x = p (t.j. B=1). Z polnich rovnic za téchto okolnosti plyne

87rsz) = —ple M, , (30)
87TSZ: = dpv v, —pleVw (w+ pw,) (32)
8nSf = —dv,(1—pv,)+ pPeMw (w— pw p) (32)

(vztahy jetfebavycidit v z — 0T).

4.1 Fyzikalni parametry disku

Pokratujeme nékolika poznamkami k interpretaci disku bez radialniho tlaku
(S = 0), kdy ze slozek plosného tenzoru St zbyvaji jen Sy, SY, ij. Je-li
(S5 — Sf)% + 4SSy > 0, mavlastni Gloha S#¢” = ACH dvé realna Feen
(A, ¢k) azdroj S* |ze diagondizovat do podoby

S = =A_CECY + A (Y = oUMUY + PWHWY, (33)
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t.j. interpretovat latku disku jako idedlni tekutinu. Vlastni hodnoty o= —\_,
P = X\, urCuji plosnou hustotu energie a azimutani tlak (mé&ené v jgi

klidové soustavé), 2 = ‘é—‘f = A*S?:% Uhlovou rychlost a vlastni vektory
Ctyf-rychlost tekutiny ajednotkovy “azimutélni” vektor kolmy k U*,
Ut =¢" = U'(1,0,0,9), Ua = U9t + 91692,0,0, grss + 95652),
wr =gl = % (U4,0,0,~U;), W, =K(-U?0,0,U"),
Ut 1 _ 1
\/_gtt — 29162 — ggg 22 \/62” = Gpp(2 — w)? ’
K? = =2, 6 m"¢" = (916)° — gu9ss = 9ooe™ = X°.

V dal8im jsme se pak omezili nadisky z idealni tekutiny.

Hmotnost a rotacni moment hybnosti disku M, 7 jsme opét za-
psali pomoci Komarovych integraldl. Plati-li 7),,+ 7., = 0 alzetedy polozit
X = p, Ziskaji se vyuzitim “tekutinového” tvaru S** explicitni tvary

pe (2 —w)

7 - 271/(0+P)1_p2€4y(9_w)2 dosdp (34)
disk

M = 27r/(J+P+QQSé))pdp; (35)
disk

ve specidnim pfipadé Q2 = konst je M =27 [ (o0 + P) pdp + 2Q7.
disk

Jinou alternativou je vyjadfit v integralech slozky S* pomoci skokll norma

lovych poli. PoloZi-li se opét x = p, dospge se tak k vyjadreni

1
J=—- p3e_4”w,z dp, M= /(V,z ~5 p26_4”ww,z> pdp (36)
disk disk
(w . av, serozumi vy€iseny v z — 0T).

4.2 Kontra-rotujici disky

Reany systém zlistane stacionarni jen tehdy, kdyz bude pro jeho elementy
Vv rovnovaze gravitace s tlakovym plisobenim a setrvatnosti. Pro ekvatori-
alni tenkeé disky danych symetrii plisobi viechny tyto sily Cisté v radidnim
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sméru (azimutalni tlak je sice také nenulovy, ale gradient tlaku samozigimé
Zadnou azimutalni slozku nema). Pri interpretaci protivahy gravitace si lze
disk predstavit jako pevnou strukturu (soustavu kruhovych “obruci”), nebo
naopak jako nekoherentni smés azimutalnich proudt &astic. V astrofyzikal-
nim kontextu se obvykle uvazuje druha krajni moznost — ze disk je tvoren
dvéma prostupujicimi se (neinteragujicimi) proudy €astic, pohybujicich se
v opatnych azimutalnich smérech po kruhovych drahach. Omezime-li se
Opét na pripad bez radidniho tiaku (77 = 0), jsou tyto drahy geodetikami.
Tenzor energie ahybnosti popsaného kontra-rotujiciho disku matedy tvar

SH = g UMUY + 0 U"U (37)

kde znaménko +/— znati veliCiny charakterizujici proud obihajici (vici
“celkové’ rychlosti U*) v kladném/zaporném sméru ¢. Rychlosti U4 maji
odpovidat geodetickému pohybu, coZz znamena hodnotam (hlové rychlosti

B pPPw ,+2pw(l — pr,) + \/p4(w7p)2 +4dpv e (1 — pv )
2p(1 — pV,p) '
Zakladni podminkou kontra-rotujici interpretace je nezapornost vyrazu pod
odmocninou, tedy p*(w ,)? + 4pv e (1 — pv,) > 0.
Porovnanim stop (33) a(37) jevidét, Zzemusi platito, +0_ = 0 — P,
M K
a snadno se 7iska také vztah £ = — % s = (W) (W),
ktery fik&, ze*“rychlost zvuku” v disku jerovnasoucinu relativnich rychlosti
“progradniho” a“retrogradniho” proudu viici mistnimu klidovému systému

tekutiny danému U*. Tyto rychlosti jsou definovany ¢4 = [é%MU/Q WH.
+YB

+

4.3 Fyzikalni poZadavky na disk

M&i FeSeni odpovidat aspon pribliznéfyzikalni reaité, nemohou parametry
disku nabyvat jakychkoli hodnot. V préaci probirame nasledujici pozadavky:

e Energeticképodminky v rliznych verzich stanovi, ze “vSichni fyzikani
pozorovatelé (t.j. ti s Casupodobnou Ci limitné svételnou, do budoucna
orientovanou Ctyf-rychlosti) se maji shodnout na tom, ze gravitace je
pritazliva’, avedou k urcitym nerovnostem pro parametry tekutinového
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disku. Silng3Si je pozadavek kontra-rotujici interpretace s nezgpornymi
o+; narozdil od energetickych podminek totiZ vynucuje nezapor ny tlak.
Spolu s nim energetické podminky implikuji o > P > 0.

e K urCitym omezenim vede také pozadavek podsvételného pohybu ele-
mentll disku. V praci je opét aplikujeme na disk z idedlni tekutiny a
speciané nadisk z kontra-rotujicich geodetickych proud.

e Pozadavek stability orbit disku vede k vySetfovani tzv. epicyklickych
oscilaci. Diky symetriim a spojitosti tenych sozek pole na disku Ize
uvaZovat zvl&st Cisté horizontalni (0z=0) acisté vertikalni (6p=0) per-
turbace. V praci ukazujeme, jak odvodit odpovidajici oscilatni frekvence
adiskutujeme, co z vysledkl plyne pro stabilitu disku.

e Kromé uvedenych bodll se kontroluji obvyklé obecngsi podminky na
prostoroCas — nesingularnost, absence uzavienych Casupodobnych své-
toCar a asymptotické viastnosti (pokud se neuvaZzuje kosmologické “ po-
zadi”, pozaduje se asymptoticka plochost).

4.4 Staticky pripad

Ve statickém pripadé (w = 0) jsou polni rovnice vyrazné jednodussi. Je-li
radialni tiak S = 0 azvoli se x = p, zbyvaji ze zdroje (30)«32) jen slozky

27rSZ)5 =pr v, , 218l = —v, (1 - pv,),

kde pravé strany jsou opét vyciseny v z — 0. Je vid&, Ze pro né plati
(Sqf — Sf) pv,, = Sjj, coz je podminka hydrostatické rovnovahy. Vyraz
(Sjj — St) tedy hragje roli celkové (plodné) hustoty energie jakozto zdroje
gravitace — to ostatné vime uz z rovnic (14) a (18); tuto hustotu oznatime
v.(z —07)
Sg—S;:P+a=Tzw(p). (38)
Vlastnosti diskll se ve statickém pripadé znatné zjednodudyji. Vlast-
nimi hodnotami S¥ jsou A. = S¢ = P, A_ = S! = —¢ a vlastnimi
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vektory Ut = U'S}', Uy = — g7 0, WH = 2z 0, Wa = KU'S3, kde
Ut =—L_ =¢~7. Parametry kontra-rotujiciho modelu nabyvaji hodnot

V—gtt

2v
€ PY.p t L [1—-pv, 2 o
Q =+ s U = , U — .
* p \[1—pr, =T e \'1—2pv, o+(U3) 2e2v

Uhlove rychlosti Q. jsou realné a odpovidaji &asupodobnému pohybu v
oblastech, kde plati 0 < 2pv, < 1.

Celkovy moment hybnosti disku (i celého prostoroCasu) je samo-
zigimé nulovy, hmotnost disku podle (35), resp. (36) se redukuje na

M:27r/(a+P)pdp:/l/7zpdp. (39)
disk disk

Horizontalni avertikani epicyklicka frekvence vychazeji

(WL)? = TPy, —ADPuT, + (D7, — 407 440%,) OF =
€41/72)\ 5 3
= o et e 2] @)
(k)? = Doy — A% + (D7gp. — AT%01%. ) Q1 =
€41/72)\ )
- 1— PV, [Vyzz - 4(7/72) (1 - 2/)1/“0)} . (42)

5 Tenké disky kolem statickych Cernych dér

Ve statickém prostoroCasu je rotace vyloucena, resp. musi byt pfesné kom-
penzovana, jako v pFipadé identickych kontra-rotujicich proudl hmoty. Ve
Weylovych souradnicich zbyvaji z Einsteinovych rovnic vné zdrojl (ve va
kuu) jen Laplaceova rovnice V2y = 0 akvadratura (17) pro A. Nalezeni
potencidlu v je tedy stejné jako u osové symetrické Glohy v Newtonové
gravitaci Gi v elektrostatice a pole vicenasobnych zdrojli se diky linearité
L aplaceovy rovnice najdou prosté sectenim dil &ich potencial &i. Odlisnost od
newtonovské situace predstavuje druhametrickafunkce A. Pri jejim vypoctu
se muze dokonce ukazat, Ze ziskana superpozice neni fyzikané prijatelna
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— mohou se napf. objevit podplirné singularity. Vysledny systém zdrojii
krométoho nemusi jit rozumné interpretovat (mdize vyjit zaporna hustota Ci
tlak, hmota pohybujici se nadsvételng, apod.). Readlistickych superpozic tak
bylo i ve statickém pripadé nalezeno jen mélo. V disertaci se vénujeme su-
perpozicim Schwarzschildovy Cerné diry sinvertovanymi kontra-rotujicimi
tenkymi disky Morgana & Morganové a s disky s mocninnym radialnim
priibéhem hustoty (a pro zajimavost i sjednoduchym tlustym toroidem).

5.1 Invertované kontra-rotujici “MM” disky

V r. 1994 vzali Lemos & Letdier starSi feSeni Morgana & Morganoveé pro
(konetny) “prvni” kontra-rotujici tenky disk ainvertovali jej vici vngSimu
okraji. Ziskali tak metriku pro nekonetny tenky disk, ktery je uprostfed “ dé-
ravy”, takze ho Ize superponovat s ¢ernou dirou. Timto prostorotasem jsme
se zabyvali v ¢lancich [186, 187, 183, 184, 211]. Zajimalo néas predevsim,
jak se jeho vlastnosti méni s hmotnosti disku a s polohou okraje disku.’
Morgan & Morganova ve skutenosti nadli celou “rodinu” FeSeni
odpovidgjicich konetnym kontra-rotujicim disklim. Superpozicemi Cerné
diry s invertovanymi “vySimi” cleny rodiny jsme se zabyvali v ¢lanku
[178]. Newtonovskéa hustota invertovaného m-tého disku (m = 1,2,...) je

m—1/2
227 (1) 2 Mb 2\
(my(y— 2\ Moy 2
W) = T ST (L (42)
aodpovidgjici gravitatni potencial
S0 (g ) — 2T OPM S O iQun GV P (X) ey

mb Vaz+1—y? ’

kde M je hmotnost disku a b je Weylliv polomér jeho vnitfniho okraje,
x € (0,00) ay € (—1, 1) jsou zploStélé sferoida ni soufadnice, dané vztahy

3V prvnich dvou pracich jsme jako vng&i zdroj uvaZovali také nekonetné tenky prstenec,
popsany davnym feSenim Bacha& Weyla, ajako centralni zdroj takétzv. Appellliv prstenec,
odpovidajici jedté starsimu FeSeni znamému z elektrostatiky. Appelliv prstenec ma totiz
fadu rysil Kerrova pole rotujici ¢erné diry (samoziejmé viak nezahrnuje dragging). Zde si
vaimneme jen pfipadu Cerné diry s diskem, ktery je astrofyzikal né nejvyznamngsi.
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p? =022 +1)(1—9?), 2 = boy,daleY =
jsou jgich invertované protéjsky,

(=1)"(4n + 1)(2n)!(m + n)!
(n!)Q(m — n)!(Zm +2n 4 1)! (n <m)

I R -z

) =

a Py, aQs, Znali Legendreovy polynomy a Legendreovy funkce 2. druhu.
Zminime kréatce, jaké vlastnosti vyslednych prostorocasti nas zajimaly:

e Tvar vysledného pole jsme zndzornili na jeho siloCarach, totiz integral-
nich kfivkéach GtyF-zrychleni statickych pozorovatelll a# = VHv.

o Vykredlili jsme, jak sesrlistem relativni hmotnosti disku nebo s poklesem
jeho poloméru stavacernadirazpl ostélou; odjistych (byt nerealistickych)
hodnot klesne Gaussovakfivost horizontu naose az do zpornych hodnot.

e Gravitatni vliv disku jsme ilustrovali také na tvarech €asupodobnych
geodetik Castic vypoustenych z nebo do blizkosti centra.

e Zvlastéjsme dedovali vliv parametrll disku na polohu vyznamnych kru-
hovych ekvatoridnich geodetik (svételngé, a mezni stabilni), protoze na
poloze téchto orbit by mé kriticky zaviset tok hmoty v akretnich dis-
cich.* Pfesngi Feteno jsme pro urcity typ disku generovali posloupnost
superpozic tak, Ze jsme postupné zvySovali relativni hmotnost disku a
jeho vnitfni okrgj pfitom stale drzeli nanejmensi mozné hodnoté, pro kte-
rou 3o cely disk interpretovat jako dva kontra-rotujici proudy €astic na
¢asupodobnych kruhovych ekvatoridnich geodetikach, stabilnich viici
“horizontalnim” i “vertikalnim” perturbacim (takovy disk také odpovida
nezapornému azimutalnimu tlaku a splfiuje energetické podminky).

4Vyroky o pol ozejsou soufadnicové zavislé. PouZivali jsme proto nejen schwarzschil dovsky
polomér r [v ekvatorialni rovinésnim Weyl&iv polomér souvisi p = +/7(r — 2M) ], detaké

fyzikalng & miry — obvodovy polomér 7o = \/ges (p) = pe 7P = re~vais<(") avlastni
rediéini vzdalenost od horizontu d, = [ \/g,0(p) dp = [, —e(k_ksi—h_”;;;j‘“m) dr

(obé potitame v ekvatoridni roving, t.j. pro z = 0, resp. § = x/2). Pfechod k fyzikalnim
polomérlim je netrivialni, ponévadz vztahy obsahuji funkce vgisc a Adisc; dané r tedy
odpovida pro rtizné disky rliznymr.s ad, (anaopak). Ukézalo se nicméng, ze mezi obrazky
vynesenymi v r, r¢r ad, neni moc velky rozdil.
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Zjigtili jsme, ze hmotng3si disky jsou ve vnitfnich Castech obecné sta-
bilngji vici horizontalnim perturbacim améné stabilni vici vertikalnim
perturbacim. Ukazalo se, Ze fixace vnitfniho okraje na mezni stabilni
orbitu celkového prostoroCasu neni zaruenym receptem, jak udrZovat
béhem zvySovani jeho hmotnosti stéle cely disk stabilni — vétSinou totiz
nestabilita dfive ohrozi vnitfek disku, ne samotny okraj. (“V praxi” by
takova okolnost mohla znamenat tendenci k radialni fragmentaci.)

o Zakredlili jsme take priibéhy frekventnich posunli mezi pozorovateli na
kruhovych ekvatorialnich orbitach a nekonetnem. Mezi pozorovatelem
obihajicim Uhlovou rychlosti ©2 = d¢/dt apozorovatelem stojicim v ne-

konetnu je posun g = ff°°_t = eV/1— e p2Q02 ; speciané pro pozo-
L v NI TS v [1=2pv
rovatele statického tedy ¢ = e aprovolnéobihgjiciho g = e/ =—=2

I=pv,p *

5.2 Disky s mocninnym pribéhem hustoty

Neékteré rysy sloZzeného prostoroCasu dost zavisi nakonkrétnim profilu hus-
toty, a tak jsme chtéli vysledky pro invertované “MM-disky” porovnat s
néjakou jinou tfidou feSeni. Krométoho, disky MM-typu maji v hustoté od-
mocninu /b2 — p? , jejizradiani derivace navnitfnim okraji diverguji. Diky
tomu tam diverguji urcité derivace potencialu, atedy i kfivostni invarianty
prisludného Fadu [173]. Abychom zjistili, zda pfitomnost takové singularity
vyrazné nedeformuje studované vlastnosti, zvalili jsme v dalsi praci [179]
tfidu diskd, jgjichz hustota je dana mocninami (Weylova) poloméru, totiz

(ma) oy _ (1 + %)m Mb ( B f)m
w (p) - m) 27Tp3 1 pn ’ (44)
kdem, n jsou pfirozend, (a),, = I'(a+m)/T'(a) je Pochhammerliv symbol
a M hmotnost disku. Prlibéhy jsou na vnitfnim okraji p = b regularni se
v&emi derivacemi, pficemz prvnich m — 1 derivaci tam dokonce vymizi.
Okraj disku jevsak presto singulérni, totiz m-+prvéavyssi radialni derivace
potencialu tam diverguji. Na ose mapotencidl (™" (p = 0, z) tvar

_<1+%)m M i(_l)k m F(l 1.2_‘_]{;_”.#)
m! VoE+ 22 = kn+ 2\ k 2P\ 27 1+0b2/22

=0
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(2 F je Gaussova hypergeometricka funkce) a“kdekoliv’ na/p? + 22 < b

() (i) M & PZJ'(O)P”(@) (0" + 27

m,n _ m 77t

1% (p7 Z) - n b jzo (ﬁ) b2] .
- o Jm+1

V oblasti \/p? + 22 > bjeobecny rozvoj delSi — pro lichan totiz obsahuje
logaritmické &leny, které se nedaji “rutinn€” odecist z priibéhu na ose.

Zajimalo nés, které stranky gravitatniho vlivu diskll jsou “obecné”’
(dané celkovou hmotnosti, ae nepfilis jejim pfesnym rozlozenim) a které
naopak specificke pro urtity disk (t.j. urcity pribéh hustoty). V parametrické
roviné (M, b) jsme opét vymezili oblasti, v nichz slozené feSeni splfiuje
za&kladni podminky kontra-rotujici interpretace. ZkuSenosti nabytépfi studiu
“MM” a“mocninnych” diskll by se zatim daly shrnout do tfi bod:

e SloZenapole (Cerné diry adisku) se chovaji zhrubave shodé sintuici, ato
jiz intuici newtonovskou. Jemngsi detaily, zavidé navySSich derivacich
hustoty, jsou vsak tézko odhadnutelné — zejména tedy stabilita.

o Gravitace disku mlize silng ovlivnit vliastnosti kruhovych orbit v ekva-
torialni roviné. Pravé tyto orbity v&ak disk tvofi (pomoci nich je inter-
pretovan), takze disk miize mit silny vliv pfedevsim “sam na sebe”. Lze
tudiZ odhadnout, Ze v realnem (dynamickem) pripadé se disk mlize diky
své vlastni gravitaci usporadat do vyrazné jiné konfigurace, nez kdyby
vlastni pole “necitil”. To se nemusi tykat jen diskll s velkou celkovou
hmotnosti — zefménapro zminéné “jemngi” vlastnosti typu stability je
podstatny detailni priibéh pole v daném misté, atedy presny tvar hustoty.

e Srostouci hmotnosti disku €i s pfiblizovanim jeho okraje k Cerné dife se
nestabilita objevuje ngidfiv uvnitf disku, nikoliv najeho vnitfnim okraji,
coz by v redlném pripadé mohlo znamenat sklon k radiéni fragmentaci.

Je ovSem tfeba dodat, Ze Ziskana feSeni jsou uméla a dost mozna daleko
od redlity: jegjich parametry jsou voleny “rucn€’, nevyplyvaji z zadného
model u akrece, anezachycuji tedy ani odezvu disku najehovlastni gravitaci.
Nedostatkem je také staticnost studovanych konfiguraci — odhaduje se,
Ze redlné akretni systémy spise rychle rotuji. Nalezeni pole stacionarniho
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disku (natoz pakjeho ! superpozice" srotujici éernou d’lrou) jevéak mnohem

vvvvvv

5.3 Pro srovnani: dira s tlustym toroidem

V Clanku [199] jsme s Cernou dirou pro zajimavost “seCetli” také pole
tlustého toroidu. Potencial toroidu je ve Weylovych soufadnicich urcen

veon(pr2) = — i p + 22— a2 P, 0>+ 22+ a?
tor\ M /—(er n n (LF(L n—z 5+57 )

kde M jeopét hmotnost, 64 = (p+a)?+ 22, aje“velky” polomér toru,
T, (x) = cos(narccos x) jsou CebySevovy polynomy, Pnf% jsou Legen-
dreovy funkce 1. druhu apolocelého stupné (toroidalni funkce) a A,, jsouin-
tegraly z funkci A = (—1)"4”2Mﬂ 3F2reg< s 5.5 l—n1+mn g—z)
(vynasobenych hustotou) pfes objem toroidu; zde dale o je radidni vzda

lenost od osy toroidu v soufadnicové roviné {p, z}, kodficient ¢, je % pro

n=0alpron>0, a3Freg(> sal=—n,1+mn ) = 3Fr;g(g n)ll—‘(f-f—l:;m)

znaCi regularizovanou verzi zobecnéné hypergeometrické funkce 3 Fs.

Jako konkrétni ukazku jsme uvazovali toroid “kruhového® priifezu
o0 < b s hustotu mocninného priibéhu w(g) = W (1- %)k (k je
nezaporné celé €ido), nezavisiou nalokalnim latitudinanim Ghlu.

Vlastnosti sloZzeného pole toroidu a Schwarzschildovy Cerné diry
jsmeopétilustrovali naintegra nich kfivkach zrychleni statickékongruence,
na vyvoji tvaru horizontu v zavislosti na parametrech toru a na nékolika
sadach Casupodobnych geodetik. Ukazali jsmetaké, Ze na povrchu toru av
rovnikové roviné mezi dirou atoroidem je Kretschmanniiv skalar konecny.

6 Tenké disky kolem rotujicich ¢ernych dér

V Uvodu jsme se zminili o “generagnich technikach”, kterymi se da vypro-
dukovat prakticky jakékoliv feSeni Einsteinovych rovnic se dvémakomutu-
jicimi symetriemi. Kromé jiz dfive znamych metrik byla témito algoritmy
skutetné odvozena i fada novych. Naprosta vé&tsina z nich viak zlistava
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bez interpretace a jen u nemnoha |ze doufat, Ze by mohly popisovat néco
realistického, specialné pak cernou diru superponovanou s ngakym dalSim
polem. (Slibnymi se ukazaly byt nékteré navrhy V. Manka a jeho spolupra-
covnikll avysledky D. Korotking, C. Kleinaa O. Richtera.)

6.1 “Péstovani” Weylovy metriky metodou inverzniho
rozptylu

V ¢lanku [210] jsme zkusili, zda pole rotujici ¢erné diry obklopené tenkym
axisymetrickym diskem nelze “vygenerovat” metodou inverzniho rozptylu
Bé&linského & Zacharova. V navaznosti na prace S. Chaudhuriho & K.
Dase jsme ngjdfive aplikovali verzi postupu se dvéma redlnymi “solitony”
na metriku Weylova typu (t.). statickou a axidlné symetrickou). Vysledek
se da ve sferoidanich soufadnicich (¢,r,6,¢) Boyerova-Lindquistova typu
zapsat ve tvaru Kerrova-NUT FeSeni,

sin® 0 (Re”at - Te”;dqb)Q +

A N N 2
2 _ = 1% —D
ds? = Z(Pedt+Se d¢>) +
INS>
+ G220 (ZdTQ + 2d92) . (45)

Obsahuje dvé funkce urcené kvadraturami a zavisi na dvou potencidlech
vychozi metriky a na péti nezavislych konstantach; v prlibéhu odvozovani
|zetakévalit dvéznaménka. SpecidnéKerrovo-NUT FeSeni vyjdev pripadg,
ze vychozi prostorocas je plochy. Omezime-li se na reflexné symetricka a
asymptaticky plochafeSeni obsahujici Cernou diru a nastavime pfirozenym
zplisobem soufadny systém (m.j. volime C? = 1), zbyde pouze volnost
ve volbé vychoziho feseni (7, \) advou konstant; ty oznatime stejné jako
u izolovanych Cernych dér M, a. Funkce v metrice (45) pak nabyvaji tvaru

A = r2—2Mr+ad?,
2

2
Mr —
¥ = <r coshu — % sinhu) + a?(cos 6 cosh v + sinh v)?,

M
P = coshu—?sinhu,

R = acoshuv,
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S = a [(1 + cos? ) cosh v + 2 cos f sinh v — 277621;} ,
MA 5
T = (r*—da*)coshu — <T + 2kr> sinhu + 2aRe?”,

kde k = v M? — a? afunkce u, v jsou dany rovnicemi

Au , 2A . N
ve = —r o :A+k28in29[(T—M)V,r51n9—|—1/79(7089],
Uug 2

vy = [(r— M)Dgsinf — Av,. cos ).

ksin A+ k2sin20
Horizont jeurCen vé&tSim kofenemrovnice A = 0 asingularitarovnici
¥ = 0. Plocha horizontu, povrchovéa gravitace a hlova rychlost vychazeji

Ak 4
:%, wH:%acoshQﬁH(O)

[71(0) znati oy naose] ajeho Gaussova kfivost je na ose dana vyrazem

A= 47r(7“12{e_2f’H(0) + a262ﬁH(0)), KH

(TIQ-I — a2e4ﬁH(0)) [1 — 47>H,cost9(0)] — 2a?

> 201 (0) ’

(r + a2etrn(0))

ktery se mlize stat pri rychlé rotaci (pro dost velké a) zapornym.
Prostorocas mataké statickou mez — tam, kdeje AP? = a2 sin? 6 cosh? v.

Po prepisu do Weylova-L ewisova-Papapetrouova tvaru je z asympto-
tik gravitatniho potencidlu a draggingové thlové rychlosti,

M+ M 2a(M + 2M)
— = >=°

r3

v= +0(r?), +0(rY),
vidét, 7e M + M je celkova hmotnost a (M + 2M)a celkovy moment
hybnosti feeni; M znakime hmotnost vychoziho prostorogasu, u néhoz
jsme predpokladali asymptoticky priibéh o = — M /r + O(r—2).

Jako konkrétni prikladjsmespocgitali priibéh funkci «, v pro Lemosiiv-
Letelierliv disk jako vychozi prostorotas— ten, ktery jsmev predchozi kapi-
tole studovali superponovany se Schwarzschildovou cernou dirou. Vypocet
Kretschmannovainvariantu neodhalil zadné singularity mimo horizont. Na-
di jsme také soufadnice, v nichz je horizont regularni; limitné na horizontu
maji vyznam Kerrovych vchazejicich/ vychazejicich souradnic.
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Rada vlastnosti metriky (45) se velmi zjednodusuje v extrémni limité
k — 0. Hodnota“vngjSiho gravitacniho pole” (7; , f\,i) na horizontu klesav
této limité k nule [175]. To odpovida “vypuzovani” vnésSich (stacionarnich
axisymetrickych) poli z rotujicich a nabitych Cernych dér, které bylo v
literatufe pozorovano — jako obdoba Meissnerova efektu u (supra)vodic
— natestovacich i pfesnych polich magnetickych.

6.2 Nefyzikalnost ziskaného FeSeni

V clanku [176] jsmeanalyzovali fadu vlastnosti metriky (45), ato predeviim
pro konkrétni pripad invertovaného prvniho kontra-rotujiciho disku Mor-
gana & Morganové jakozto “startovniho” zdroje. Vynesli jsme parametry
horizontu, rozmér statickeé meze a radialni prlibéh vyznamnych ekvatori-
alnich thlovych rychlosti v zavislosti na konstantach feSeni (specifickém
momentu hybnosti &erné diry a/M , relativni hmotnosti disku M /M ajeho
vnitfnim poloméru b/M) a specialné se zabyvali extrémni limitou feSeni
(a— M). ACkoliv vSechny tyto vlastnosti se zday byt rozumnymi, obrazky
vlastniho tvaru horizontu ukazaly, ze horizont ma v rovnikové roviné ne-
hladké “vklenuti”, takze vzniklo podezieni, ze v této roviné neni ani pod
okrajem vychoziho disku vakuum, ae je tam naindukovana vrstva hmoty.
Zjitili jsme, Ze metrické slozKy g a g4 SkuteCné maji v této roving skok v
norméalovych derivacich g, g g4 6 , atoi pod okrajem disku; odpovidajici
plodna hustota vySa kladna i zaporna v zavidosti na parametrech feseni a
na poloméru. Z obecného tvaru metriky (45) se pak potvrdilo, ze zjistény
problém vznika pro jakékoli vychozi Feeni Weylovatypu (2, A).
Patologie, se kterou jsme se zde setkali, je typickou ukazkou Uskali
“generatnichtechnik” — d@imyslnych matematickych postupt, kteréjevsak
tézke propgjit s fyzikalni motivaci a kontrolou. PouZita metoda konkrétné
“dosadila’ doprostfed disku Eernou diru, avsak bez Gpravy parametrll disku
(prtibéhu jeho hustoty a momentu hybnosti) do podoby, v niz by kazda z
jeho orbit mohla na svém polomeéru existovat bez dalSi vnéjsi sily. Musela
proto byt doplnéna podplirna plocha, ktera systém fixuje proti nestacionar-
nimu vyvoji, t.j. zarucuje pro vysednou soustavu zdrojli spinéni polnich
rovnic danych symetrii (zde drzi hmotu disku, aby nespadla do centra nebo
naopak neodletéla pryc€). Této patologie se ngispis neni mozné zbavit ani
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vyfiznutim urcité Casti prostorocasu. Jinou otézkou je, zda by nedlo jiZ vyjit
Z prostorocasu s ¢ernou dirou a vhodnou metodou jg pouze “roztocit”.
Stav znalosti v oblasti presného popisu diskll kolem Gernych dér jsme
pfed Casem shrnuli v pFispévku [174] av prehledu [100]; v tom jsmezminili i
zaklady teorie testovacich diskll kolem Gernych dér a studium tézkych diskl
ve vétSich vzdaenostech od centra, kde k popisu stati Newtonova teorie.

6.3 Jiné vysledky z literatury

“Generatni techniky” sei nadale zdaji byt nad&nou cestou k metrice popi-
sujici rotujici Cernou diru sdalSim axialné symetrickym zdrojem. VVychazeji
Z teorie integrabilnich systémt, rozvijené od konce 60. let pro nelinearni
parcialni diferenciani rovnice, které |ze formulovat jako podminku kom-
patibility urcité linearni soustavy (tzv. Laxova péaru). Soustava obsahuje
novy, obecné komplexni (“spektralni”) parametr, ktery mtize nabyvat spo-
jité jakychkoli hodnot (to odraZi symetrii problému vi&i jisté nekonetng-
rozmérné grupd). ReZeni linearni Glohy se hleda jako funkce tohoto para-
metru, jiz se pfedem predepisi urcitée anayticke vlastnosti. Postup se objevil
v teorii evolucnich (hyperbolickych) rovnic, ae koncem 70. let nasli Bélin-
skij se Zacharovem aMaison linearni systém také pro vakuoveé Einsteinovy
rovnice se dvéma komutujicimi symetriemi (t.j. pro Ernstovu rovnici).

V poslednich 10 letech postoupili v hledani fyzikané zajimavych
feSeni Ernstovy rovnice ngjdale Neugebauer & Meinel, Korotkin a Klein.
C. Klein identifikoval podtfidu Korotkinovych “hypereliptickych” feSeni,
ktera odpovida asymptoticky plochym prostorocasiim symetrickych vici
ekvatoridni roving aregularnim vsude kromeé urcitého povrchu. Vydedné
metriky maji Minkowskiho limitu a v ultra-relativistické limité se blizi k
extremnimu Kerrovu feSeni. Jako konkrétni priklad ziskal Klein metriku
pro pole kontra-rotujiciho stacionarniho tenkého disku. Nasdl také Ernstiiv
potencial odpovidajici nelinearni superpozici nekonecného auprostfed “dé-
ravéeho” tenkého disku s Kerrovou &ernou dirou. Reseni této tFidy jsou vné
horizontu (vCetné) a disku regularni a za urcité volby konstant (nulového
NUT parametru) asymptoticky plocha. Spolu s J. Frauendienerem vyvinul
Kleini numericky kod pro explicitni vypotet Ernstova potencialu, tedy me-
trickych funkci (srov. [158]). Otevienou zlistava otazka “ pfimého” postupu,
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t.j. feSeni okrajove Ulohy pro disk predem zadaného priibéhu hustoty.
Zajimavé vysledky prichazely v podedni dobé také z numerické
oblasti, zgména od M. Ansorga a D. Petroffa. Pfi studiu Cernych dér ob-
klopenych tlustym prstencem s vlastni gravitaci (rotujicim viici nekonetnu
jako tuhé téleso) zjistili pomoci numericky ziskanych feSeni, Ze pokud je
toroid dost hmotny arotuje dost rychle, miize mit dirav jeho centru moment
hybnosti vy&i neZ je “extrémni” hodnota J = M? a mlize mit dokonce
zapornou Komarovu hmotnost. (Jedna se o prvni priklad zaporné Koma-
rovy hmotnosti jednotlivého objektu v regularnim prostoroCasu, v némz
je vdude splnéna daba energeticka podminka.) Numerické algoritmy jsou
dnes jiz schopny FesSit konfiguraci erné diry obklopené latkou dokonce i v
nestacionarnim pfipadé. Novy hydrodynamicky program nedavno predio-
zZili P. Montero, J. Font & M. Shibata; pfi jeho testovani nejdfive pocitali
stacionarni a axisymetrické rovnovazné situace. L ze predpokladat, Ze v bu-
doucnu sebudou vénovat m.|. stalejesté otevienému problému tzv. runaway
nestability, ktera je dosti “robustnim” rysem fyziky tlustych diskli kolem
Cernych dér. Tyto systémy se totiz typicky chovaji tak, ze pokud se maa
Cast hmotnosti disku, ktery pravé vyplhuje svou “Rocheovu oblast” (kri-
tickou hladinu efektivniho potencialu), pfesune do diry, zméni se potencia
tak, Ze kriticka ekviplocha kontrahuje dovnitf disku, takze je umoznén dalsi
odtok jeho latky do diry. Proces je lavinovity amé by vést k pfekotnému
zhrouceni celého disku pod horizont. Nestabilita byla zkoumana zartiznych
zjednoduseni analyticky i numericky, ale konetna odpovéd mateprve prijit.

7 Orbity v cirkularnich prostorocasech

Nejen akretni disky, ale vlastné veskeré zhruba stacionarni diskovité struk-
tury tvori “v primeéru” latka na priblizné kruhovych drahach. Studium kru-
hovych orbit je tak nezbytnou soucasti tloh v astrofyzice i jinde. V teorii
relativity zaujimaji kruhové orbity vysadni postaveni i bez ohledu na jaky-
koli “prakticky” vyznam. Teorie totiz pfindsi nové, ne-newtonovské dyna-
mickeé efekty, které se — zefména ve stacionarnich a axialné symetrickych
(nebo aspon helikalné symetrickych) prostorocasech — projevuji v “Cisté”
podabé pravé na kruhovych orbitach. Jiz ve speciani relativité slouZi rov-
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nomeérné rotujici systém jako druh& nejjednodussi neinercidni “laborator”
(po linearné urychlené) a Ehrenfestliv “ paradox” rotujiciho kotouce dodnes
vyvolava diskuse i v odborng literatufe. S obecnou relativitou vstupuje do
hry i “opravdova’ gravitace (kfivost), coz je zvl&sté zajimavé proto, zei jgi
plsobeni zavisi na rychlosti (pfispiva k ni totiz i kineticka energie, jak je
zfgimé z principu ekvivalence). Zdrojem pole je hustota hybnosti aj€ji tok,
coz prinési efekty spojené se “ strhavanim inercidlniho prostoru” (draggin-
gem) kolem pohybuijiciho se zdroje. Z vétsi Cadti je Ize pochopit v analogii
s elektrodynamikou, kde — na rozdil od Newtonovy teorie gravitace —
zdrojové proudy také budi uritou (magnetickou) slozku pole.

Ve stacionarnich a axialné symetrickych prostoro€asech se kruhové
orbity, probihané stélou thlovou rychlosti 2 = ‘Cll—f , N&kdy nazyvaji “kvazi-
Killingovymi”, protoze tecny vektor kazdé jednotlivée orbity

J - 77“ + Qé“u — t —_ 1
[+ 2| \/_gtt = 201482 — gpp$P
jeKillingovym vektorem. Tecné pol e cel & kongruence kruhovych orbit vaak

Killingovym neni, protoze Uhlova rychlost €2 je pak jiz obecné zavida na
misté. Odpovidajici Ctyf-zrychleni a,, = u,,,u” sedavyjadrit napriklad

1
a, = ~3 GaB.p uuP = —(lnut),# + thME = ut(y,u -Q,), (46)

kde~y = —u, jespecifickaenergieal = u, moment hybnosti viici nekonegnu.

u'(1,0,0,Q), u

7.1 Privilegované stacionarni kruhové kongruence

V ramci stacionarnich kruhovych pohybll existuje nékolik vyznaénych ¢a-
supodobnych kongruenci, které Ize z rliznych dlivodll povazovat za “ neobi-
hajici”. Prvni je dana Ghlovou rychlosti €2 = w (proto angl. zkratka L NRF)
ama/ = 0 (proto té€z zkratka ZAM O). Jgji tetné pole u* je ortogonani k
nadplocham ¢ = konst amatedy nulovou vifivost. Testovaci Castice, které
volné padaji z klidu z radianiho nekonetna, nemaji viici ZAMO Zadnou
azimutalni rychlost. Staticti pozorovatelé obihgji s Q2 = 0, tedy jsou v
klidu vliéi asymptotickému inercidlnimu systému. Jsou vak Casupodobni
jen vne statické meze. ProstoroCasy izolovanych stacionarnich ¢ernych dér
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(t.j. Kerrovy-Newmanovy) jsou algebraicky speciani, konkrétné Petrovova
typu D, takZe v nich existuji dva (dvojnasobné degenerované) hlavni nulové
sméry. Stacionarni kruhova kongruence s 2 = 7%, (zvana Carterova Ci
kanonicka) je tam privilegovana tim, ze (kromé prostorocasovych symet-
ri1) Castecné reflektuje algebraickou strukturu k¥ivosti, totiz hlavni nulové
sméry jsou vici ni Cisté radiani. Kongruence je vdude vné horizontu asu-
podobna ajgji Uhlovarychlost je vétSi nez u kongruence ZAMO.

Posledni navrh na “neobihgjici” pozorovatele je pomérné nedavny.
Jedna se 0 extremalné urychlenou kongruenci, urenou vztahem pro lo-
kalni extrém velikosti Ctyf-zrychleni, % = 0. Jgi Uhlovarychlost seda
vyjéadfit explicitné jen v rovnikové roving narozdil od vsech zminénych
Uhlovych rychlosti je zaporna — pohyb smé&uije proti rotaci centra® To
odpovida znamé skutecnosti, ze kontra-rotujici satelity pfitahuje centrum
siingji nez ko-rotujici. Kongruence je privilegovana z nékolika hledisek:

¢ V newtonovském i schwarzschildovském poli je neobihgjici satelit prita-
hovan k centru silngji nez vsechny, které ngakou te¢nou rychlost maji —
mezi vsemi stacionarnimi satelity na dané orbité ma ngvétsi zrychleni.
Extremalni velikost zrychleni je tedy pfirozenym kritériem ne-obihani.

e Ctyf-zrychleni extremané urychlenych pozorovateltl je podé jejich své-
toCar prenaseno Fermiho pfenosem. Pokud tedy takovy pozorovatel na-
mifi setrvatnik do sméru, ktery lok&lné vnima jako radidni (smér tize,
dany jeho vlastnim zrychlenim), pak setrvatnik v tomto sméru zlistane
— nebude vi&i sméru tize konat precesi.

e Tam, kde existuji ko-rotujici i kontra-rotujici kruhové geodetiky (tedy v
rovnikové roviné nad kontra-rotujici fotonovou drahou), maji pravé vici
témto pozorovatellim stejné velikou (a opatné orientovanou) rychlost.
Diky tomu maji vlci nim také stejnou periodu (neboli “gravitomagne-
ticky hodinovy efekt” je pro extrema né urychlené pozorovatel e nulovy).

e Kf¥ivku v d-rozmérném prostoru lze invariantné charakterizovat d ska-
larnimi kFivostmi; u své&toCar (d=4) je prvni kfivosti velikost zrychleni

5 Pfesngji tomu tak je nad “kontra-rotujici” fotonovou kruhovou orbitou; pod “ko-rotujici”
fotonovou orbitou je prislusna thlova rychlost naopak kladna; mezi fotonovymi orbitami je
pribéh (a,a")(£2) monotonni, tedy viibec nema lokalni extrém.
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Va,a* . Extremalné urychlené stacionarni kruhové svétocary maji nulo-
vou druhou kfivost (= prvni torzi), tedy jsou v ur€itém smyslu “rovinné’.

Ve statickém pFipadé vSechny uvedené kongruence “ne-obihgjicich” pozo-
rovatel 0l prechazeji v pozorovatele staticke (2 = 0).

N&s z§em o stacionarni kruhové kongruence zacal praci [29], véno-
vanou geodetikam v Kerrovych polich, apokratoval ve[160, 161, 165, 169,
170, 171]. Postupné jsme se soustfedili hlavné na extremané urychlenou
kongruenci asohledem najeji vlastnosti ji navrhli jako nejpfirozengsi stan-
dard “ne-rotovani” (tedy obdobu newtonovskych stojicich pozorovatelll) v
cirkularnich prostoroCasech. (Napf. i podle Bonnora & Steadmana maji tito
pozorovatelé “ a better claim to be called non-rotating than the LNRF” .)

V ¢lanku [170] jsme se ovSem zabyvali stacionarnimi kruhovymi
pohyby i obecné a odvodili pro né jednoduché geometrické vztahy mezi
proménnymi nékolika typl problémi: mechanikou jedné testovaci ¢astice,
precesi setrvatnikll VUG vyznatnym smérlim, geometrickymi parametry
(kFivostmi) orbit zavadénymi ve Frenetové-Serretové formalismu a vlast-
nostmi celé kruhové kongruence (jgi vifivosti a pficnou deformaci). Zgji-
(uzavieng) orbitujici laboratofi skutetny pozorovatel ajak by z toho mohl
dovodit parametry své drahy a prostoroCasu [181], a také zda by podob-
nou Ulohu mohl vyfesit vzdaleny pozorovatel na zakladé pozorovani zdroje
obihajiciho kolem €erné diry (napf. v akrecnim disku) [185, 102].

V podednim desetileti prispivali k dané oblasti hlavné R. Jantzen a
D. Bini ajgjich spolupracovnici.

7.2 Rotosféry v cirkularnich prostorocasech

Predstavme s testovaci Castici obihagjici stdlou Uhlovou rychlosti €2 po kru-
hové draze o poloméru r kolem sféricky symetrického t&esa hmotnosti
M. V Klasické fyzice ma odpovidajici zrychleni (M2 - m?) kladné maxi-
mum pii Q=0 aklesado —oo s |2 rostoucim do +oco. V relativité to ve
velmi silném poli miize byt Easteéné nebo Uplné naopak. Napriklad ve Sch-
warzschildové poli se zrychleni chova “klasicky” nad polomérem r =3M
fotonové kruhové orbity, avSak nar <3M mapii 2=0 (kladn&) minimum
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as|Q| blizici se ngjvétsi mozné hodnoté »—1/1 — 2M /r jde naopak do
+00. V oblasti r <3M (nazvané rotosférou) tudiz vzrlist || vynucuje zvy-
Seni tahu ve sméru od centra. Nastavaji tam i dalsi zvlastnosti: gyroskopy
preceduji souhlasné s orhitani Uhlovou rychlosti; obraci se Rayleighovo
kritérium lokéni stability ekvatorialniho disku z Castic na kruhovych orbi-
tach, totiz disk je stabilni, pokud moment hybnosti klesa s rostoucim r; a
plsobi-li v disku viskozitni tfeni, odnasi moment hybnosti dovnitf, ne ven.

Rotosféram (v obecnych cirkularnich prostoroCasech) jsme vénovali
hlavné ¢lanek [169]. Ve srovnani se statickym pfipadem dochazi ve sta
cionarnim poli k “draggingu”, diky némuz jiz pfimy a zpétny azimutani
smér nejsou ekvivaentni. Radialni zrychleni se pak chova “intuitivn&” pro
kruhové drahy nad vngjsi (kontra-rotujici) aopacné pod vnitfni (ko-rotujici)
fotonovou orbitou. Mezi fotonovymi orbitami zrychleni monotonné klesa
Z 400 do —oo pro Q rostouci z Qmin PO Qmax, tedy — zhruba FeCeno —
pobliZ Q,.x Sechova“intuitivng’, zatimco pobliz Q,,;, opacné. V ¢lancich
[169, 170Q] byla vyjasnéna souvislost mezi anomalnim chovanim zrychleni
a precesi gyroskopll prendgenych po kruhovych drahach. Nadli jsme také
vztah %%‘ = 2u' (wy, + 0,,) & mezi derivaci zrychleni atenzory vifivosti
(wu.) apricné deformace (0,,,) kruhové kongruence. Tim se m.j. upresnila
souvislost “rotosférovych” efektli s chovanim slozky pricné deformace, jez
vyvolava viskozitni moment (atim teplo a zafeni) v akrecnich discich.

L ze oCekavat, ze zminéné anomalni chovani zrychleni neni vazano
jen nacisté azimutalni pohyb a Ze se projevujei pfi obecném tangencidlnim
pohybu. Potvrdili jsme to na poléarnich sférickych orbitach [162]; ukazalo
se, Ze i v tomto prFipadeé tvori pfedd@ nejvnitingsi — fotonova — sféricka
polarni geodetika. Jsou-li centrumi sledovanacasticenabité, vstupujedo hry
i Lorentzova sila, ktera je (rovnéz) zavisla narychlosti. Jak jsme ukézali v
préci [180] (vizi [27]), chovani zrychleni setim v5ak nijak z&sadné neméni.

7.3 Interpretace pohybu €astic a gyroskopt

Pozornost vénovanaod konce 80. | et rotosféram oZzivilasnahu o “ vysvétleni”
jevl pricicich se newtonovské intuici v obecné platnem akovariantnim, ale
také jednoduchém a heuristicky plausibilnim jazyce. Byly navrzeny dvé
hlavni, odlisné definice “gravitatnich ainerciélnich sil”. V prvni je gravi-
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tatni sila striktné nezavida na rychlosti a anomalni chovéani je vyvolano
obratem ve sméru plisobeni odstfedive sily v blizkosti zdroje. Odpovidajici
geometrickou intuici poskytuje tzv. opticka referentni geometrie — kon-
formné zdeformovana tfi-metrika, v niz se svétlo pohybuje po pfimkach
(odstfediva sila pak plisobi na vie, co oproti nému “zatati”). V druhém
pohledu se odstfediva sila chova “normalné’, ae gravitatni sila obsahuje
Ctverec relativniho Lorentzova faktoru (“kineticka energie ma vahu” jako
kazda energie v obecné relativité) a pobliz zdroje prekona vsechny ostatni
sily. (Zastavdi jsme tento druhy pohled, napf. spolu s F. de Felicem, D.
Pagem, C. Barrabesem, B. Boisseauem & W. Israglem Ci V. Frolovem & |.
Novikovem. V Gvodu ¢lanku [169] je pFehled literatury, kde byl jeden Ci
druhy pristup pouZit k interpretaci rliznych procestl.)

NaSe prispévky k tematu jsou spojeny hlavnésclankem[163], v ném?z
jsme navrhli obecny predpis pro rozst&peni Ctyf-zrychleni na prispévky od
gravitatni sily, draggingu, Coriolisovy sily, odstfedivé sily a tetné dozky
inercialniho odporu. Jeformulovan pomaoci veli¢in méfenych ZAMO pozo-
rovatelem vzhledem k jeho lok&lni prostorové bazi LNRF.® Ukazali jsme, Ze
rozklad dava“ prirozen€’ vysedky pro jednoduché typy pohybu v Kerrove(-
Newmanoveé) poli ajeho specidlnich pripadech [161, 163, 180] a Ze posky-
tujeinterpretaci rliznych vlastnosti jako jsou (de)kolimacni efekty (viz[29]),
vyskyt “repulsivni” oblasti, ergosféry ahorizontu, ¢i nedosazitelnost singu-
larity pro geodetiky, které nejsou vazany narovnikovou rovinu [164, 168].
V préaci [180] (pro Kerrovo pozadi uz v [167]) jsme obdobng interpretovali
i pohyb po sférickych poléarnich drahach av pracich [166, 167] také preces
gyroskopll prenasenych po jednoduchych typech drah v Kerrové poli.

7.4 Pohyb castice se spinem

Podél zadané svétoCary u* se spin (vlastni moment hybnosti) testovaciho
setrvacniku vyviji podle rovnice Fermiho-Walkerova prenosu; pridusné
zrychleni a,, navyvaoji setrvacniku nezavisi, pripisuje se plné dodané vngsi

vvvvv

Pozadavek podsvételného pohybu elementls télesa totiz zdola omezuje jeho

6 Jedna se vlastné o zobecnéni navrhu F. de Feliceho, ugingného ve Schwarzschildové poli
arozsifeného napole Kerrovo v [161].
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velikost (zhrubanaz, -, kde s jejeho spin am hmotnost) — apfi nenulove
velikosti ovliviiji vyvoj télesa i dapove sily, zplisobené nehomogenitou
gravitatniho pole apopsané Riemannovym tenzorem. Pokud tedy svétocara
pfedepsana neni akromé vyvoje spinu je tfebafesit i samotny pohyb, jedna
prostorotasu a z jeho multipolll se vezmou v Gvahu jen prvni dva (tzv.
“pol-dipbl” aproximace), vede Uloha narovnice Mathissona a Papapetroua,

Dp# _ 1 " vV QKA DsH oV v,
dr - 2 R veAU S ) dr =pu b u,
kde S* = [ (T"08x+—TH5zv)/—g d3z jetenzor spinutélesaa

20=const

pr= [ T g B +TH,, %570 = mut —u, 23 jeho hybnost;

20=cons
ut(T) zna(“:'ltte(“:ny vektor k reprezentativni svétoCare télesaam = —p,u’
hmotnost télesa v systému s ni spojeném. Rovnice je tfeba “ uzavfit” tfemi
podminkami, které fakticky vybirgji reprezentativni svétotaru (ta neni jed-
sky invariantni). Rozumnymi jsou podminky, které se daji uvést do tvaru
V,SHe =0, kde V¢ je Casupodobny vektor. Obvykle se voli jedna z podmi-
nek S% =0, u, S*° =0, p, S"° =0 (jgich vyznam je vysvétlen v [121]).

V ¢lanku [172] (rovnéz [177]) jsme zjiStovali (za uziti podminky
peSH? = 0), jak se “zapnutim” spinu zméni trgjektorie volnych Castic v
Kerrové poli, pocitané predtim v praci [29]. V [121] jsme pak porovndi
rlizné dodatetné podminky a navrhli pojem “minimani svétotrubice” jako
ukazatele efektivni velikosti “Castice”. Vykresleni této trubice v nékolika
situacich ukazalo, ze pfi velkém spinu a ve velmi nehomogennim poli
(napf. pobliz cerné diry) miize byt “pol-dipolova’ aproximace problema-
ticka (“ astice” neni vUci horizontu zanedbatelnémald). V ¢lanku[121] jsme
také navrhli dal&i moznou dodatecnou podminku, w,S*# = 0, kde w* je
ngjaky Casupodobny vektor, paralelné prendSeny podél reprezentativni své-
toCary (tedy w,w” =—1, Dw* /dr =0). Zatéto podminky plati jednoduSe
pt=mut am je konstantou pohybu, takze Mathissonovy-Papapetrouovy
rovnice zngji

Du' 1 DSw

— __RM VSH)\ =0
m dr 2 v\t ’ dr
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7.5 Posledni vyvoj v oblasti

Prace o pohybu €astic a jeho dynamické interpretaci vOci urcité tfidé po-
zorovatelll se objevovaly i v poslednim desetileti. Rlzné pristupy byly
porovnany a geometricky pochopeny v ramci obecného jazyka relativnich
zrychleni, zalozeného na gravito-elektromagnetické praxi 3+1 roz&tépeni
(Jantzen, Bini a spolupracovnici). Rozvijen byl i pohled povazujici “gra
vitatni silu” za striktné nezavislou na rychlosti a odpovidajici pohybu v
“optické geometrii” (Foertsch et al., Jonsson, Stuchlik). Nedavné prispévky
k otadzkam pohybu €astic se spinem jsou zminény v Gvodu ¢lanku [121].
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